Exercice 13
e Montrons que Ker f C Ker f2. Soit x € Ker f. Alors f(x) = Oz, donc
F2(x) = f(f(x)) = f(0Og) =0r car f estlinéaire

Ainsi, x € Ker f 2 D’ot le résultat.

e Montrons que Im 2 C Im . Soit y € Im f2. Alors il existe x € E tel que

y=f2x)=f(f(x))

En posantx’ = f(x) € E, on adoncy = f(x’). On en déduit que y € Im f. D’ot1 le résultat.

e Montrons la premiére équivalence.

- Sens réciproque : supposons Ker f NIm f = {0}. Montrons que Ker f = Ker fz. Par ce qui précede, on a
déja Ker f C Ker f2. 1l suffit donc de montrer que Ker /2 C Ker f. Soit donc x € Ker f2. On a

F2(x) = f(f(x)) =0g

Ainsi, en posant y = f(x), on a d’'une party € Ker f. D’autre part, comme y = f(x), onay € Im f. Ainsi,
y € Ker fNIm f = {0} par hypothese. D’ot1 y = 0. On en déduit que f(x) =0, cad x € Ker f. Par arbitraire
sur x, Ker f> C Ker f.

- Sens direct : supposons Ker f = Ker f2. Montrons que Ker f NIm f = {0}. Soit y € Ker fNIm f. On a
y € Im f, donc il existe x € E tel que y = f(x). De plus, y € Ker f donc

fO)=f(f(x)) =0¢

Ainsi, x € Ker f 2. Or, Ker f 2 — Ker f donc x € Ker f. Finalement, f(x) = 0 donc y = 0. Par arbitraire sur y,
onaKer fNIm f = {0}.

e Montrons la seconde équivalence.

— Sens réciproque : supposons Ker f 4+ Im f = E. Montrons que Im f = Im f2. Par ce qui précede, on a
déja Im f? C Im . 1l suffit donc de montrer que Im f C Im f2.Soit donc y € Im f. Alors il existe x € E
tel que y = f(x). Or, comme x € E = Ker f +Im f,

il existe xx € Ker f et x; € Im f tels que x = xx +x;
Ainsi, comme f est linéaire,
f(x) = flxx +x1) = flxg) + f(xr) = 0p + f(xr) = f(x1)
On en déduit que y = f(x) = f(x;). Or, comme x; € Im f, il existe z € E tel que x; = f(z). Ainsi,

y=f()=f(f(2) = f(2)

doncy € Im fz. Par arbitraire sur y, Im f C Im fz.
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- Sens direct : supposons Im f = Im f2. Montrons que Ker f + Im f = E. Une inclusion est évidente.
Montrons alors que E C Ker f +Im f. Soit x € E. Etant donné z € E, on peut écrire

X=x—2+2
On cherche alors z tel que x —z € Ker f et z € Im f. Ainsi, cela revient 2 montrer que
JzeImf x—zeKerf
Or, z € Im f si et seulement s'il existe ¥’ € E tel que z = f(x'). Ainsi,

dzeImf x—zeKerf
W ecE x—f(X)eKerf
W eE fix-—f(X))=0
—WeE flx)-f(x)=0
—=IWECE  flx)=1)
— f(x) € Im f>

Or, f(x) €Im f=Im f2, donc la derniére assertion ci-dessus est vraie. Finalement, en posant x’ € E tel
que f(x) = f*(x'), ona
x=x—f(x)+fx)
——

"~
eKer f €lm f

D’oux € Ker f + Im f. Par arbitraire sur x, E C Ker f +Im f. D’ot le résultat.

Exercice 17

Premiere assertion, sens réciproque : montrons que Ker p = Ker g. Comme p, g jouent des roles symétriques,
il suffit de montrer que Ker p C Ker g. Soit donc x € Ker p. Alors

q(x) = (gop)(x) = q(p(x)) = q(0) = O

d’ol1 x € Kerg. D’olu le résultat.
Premiere assertion, sens direct : on suppose Ker p = Ker g. Comme p, g jouent des roles symétriques, il suffit
de montrer que pog = p. Soitx € E. Comme E = Ker g ® Im g, on peut écrire

X =Xxg+x/ avecxg € Kerg et xyc€lmg

Alors on a g(xx) = O et g(x;) = x7, donc

(poq)(x) = p(q(xk +x1))
= p(q(xx)+q(x;))  parlinéarité

Or,

=0+ p(xr) car xg € Kerqg =Kerp
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D'ott p(x) = pog(x).
Deuxiéme assertion, sens réciproque : montrons que Im p = Im g. Comme p, g jouent des roles symétriques,
il suffit de montrer que Im p C Im ¢. Soit donc y € Im p. Alors il existe x € E tel que y = p(x). Dans ce cas,

y=px) = (g0p)x) = q(p(x))

doncy € Img. D’ot le résultat.
Deuxiéme assertion, sens direct : on suppose Im p = Im g. Comme p, g jouent des rdles symétriques, il suffit
de montrer que pog = ¢. Soitdonc y € E. Comme E = Ker ¢ & Im g, on peut écrire

Y=Yk +YI avecyx € Kerg et y;€lImg

Alors d'une part,
q(y) =y
et d’autre part,
(poq)(y) = pla(yk +y1)) = p(Oyr)
Or, y; € Img = Im p, donc p(y;) = y;. Ainsi
(Pog)(y) =y
Par arbitraire sur y, on a donc pog = gq.

Exercice 20

1) 1l suffit de montrer que ¢ est linéaire.
2) Montrons que (¢, -, @,) estlibre. Soit Ag, - - - , 4, € K. On suppose que

Ao®o+ ...+ A, =0+

Ainsi, pourtout P € E,on a

)~O(P0(P)+~'-+;Ln(l)n<P) :OE*(P)
s AoP(0) ...+ AnP(n) = 0

Soiti € [0,n]. On affirme qu'il existe un polynéme L; € E qui vérifie :
Li(i)=1 Vje[0o,n]\{i} Li(j)=0

En effet, c’est le polynome de Lagrange associé aux points (i, 1) et (,0) avec j € [0,n] \ {i}. Alors, avec P = L;,
on obtient que
7Li x1=0

D’olt A; = 0. Par arbitraire sur i, onadonc g = ... = 4, = 0.

n
3) Onpose y: P+ / P(t)dt. Montrons que Y est une forme linéaire sur E. Soit o, 3 € Ret P,Q € E. Alors
0

w(ar+pQ) = [ (aP+pQ) (s
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On en déduit que y est linéaire. De plus ¥ est clairement une application de E dans R donc y € E*. Par la
question précédente, on en déduit qu'’il existe Ay, - - - , A, € K tels que

V=20 +...4+ 1,0,

Ainsi, pour tout P € E, on adonc
V(P) =2A@o(P)+ ...+ A @u(P)

/0 " Pt)di = 2P (0) + ...+ AP (n)
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